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man hat nimlich 3°
L:(w) = —dE (w)/dw . (A.4)

Differenziert man Gl. (A.2) nach der Winkelgeschwin-
digkeit @ und beachtet G1. (A. 4), so folgt

dE (w) /dow =w-dL;(w)/dw (A.5)

als Beziehung zwischen der Energie (nicht der Pseudo-
energie) und dem Drehimpuls. Diese Beziehung war zu
erwarten fiir ein System, in dem Energie und Dreh-
impuls allein durch die Winkelgeschwindigkeit @ be-
stimmt sind; eine solche eindeutige Abhiangigkeit von w
hat man sicher dann, wenn die Zustinde verschiedener
Winkelgeschwindigkeit durch adiabatische Anderung
der Winkelgeschwindigkeit auseinander hervorgehen 36,

Gl. (A.5) gilt auch bei klassischer Behandlung der
Teilchenbewegung, allerdings nur, wenn eine glittende
zeitliche Mittelung vorgenomen wird. Die Energie ¢(w)
der einzelnen Bahn im rotierenden Potential ist nicht
zeitliche Mittelung vorgenommen wird. Die Energie ¢ (w)
dem zeitlichen Mittelwert der in Gl. (A. 1) angegebenen
GroBe. Fir die zeitlich gegldttete Gesamtenergie gilt
daher wiederum Gl. (A. 2). Andererseits folgt Gl. (A. 4)
jetzt sofort aus Gl. (35).

36 Auch bei wirbelfreier Stromung sind Energie und Dreh-
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Anhang 2

Kanonische Transformation auf das korperfeste System

Die kanonische Transformation Gl. (17) kann aus
einer Erzeugenden

f,p’s58) =t-D(t) -p (A.6)
p=2f/Cr, ' =3f/3p’ (A.7)

hergeleitet werden. Zur Bestitigung der zweiten Gl
(A.7) muB man beachten, daf} 37

1 d(t)y=071(t) -t (A.8)
ist. Die kanonische Transformation ist zeitabhingig; die
Hamivron-Funktion ist daher gemél

' =h+23f/Ct (A.9)
abzuindern. Nun folgt unter Verwendung der zweiten
Gl. (18), der zweiten Gl. (17), sowie elementarer Vek-
toralgebra

3ffct=t-D(t) p=wr-(trxp) = —wl. (A. 10)

Damit fithrt Gl. (A.9) aber sofort auf Gl. (19), wenn
man noch beachtet, daf} [;=1," ist.

mittels

37 @ (t) erzeugt eine Drehung, wird also durch eine ortho-

impuls durch die Winkelgeschwindigkeit @ eindeutig be-
stimmt; auch dort gilt daher Gl. (A.5) (V.F. Weisskorr,
a.a.0.).

gonale Matrix dargestellt.

Zum Polarisationspotential fiir Elektronen im Feld eines Atoms
oder Atomrumpfes
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The polarisation potential acting on an electron (or positron) in the field of an atom or ion is
calculated. Neglecting the exchange between the core and valence electrons, the wave function @
of the core is written as @=®,+ 7, where @, is the unperturbed core wave function, and y cor-
responds to the perturbation of the core by the valence electron, and is required to be orthogonal
to @, . Then eq. (7) gives the expression for the polarisation potential. The perturbation y of the
core is calculated from a stationary perturbation theory of first order [eq. (11)] for hydrogen-like
core orbits of principle quantum number 1 and 2; the corresponding polarisation potentials are cal-
culated and are shown in Fig. 1, 2 and 3 (sec. 5). An approximation for many electron cores is given
in sec. 6 and applied to helium- and neon-like core configurations (Fig. 4) ; simple analytical approxi-
mations of the polarisation potential are given for these cases. The results for Si** are discussed and
compared with the results of other authors (sec. 7). The last section of the paper contains some
critical remarks on the stationary approximation. It is shown that the influence of the “kinetic terms”
enlarges the polarisation effects, contrary to the usual supposition. — An appendix contains a deri-
vation of an expression for the polarisation potential acting on two valence electrons for large
distances from the core.

Bei der Berechnung der Wellenfunktionen von Elektronenhiille des Atoms oder Ions? beriicksichti-

Elektronen im Feld eines Atoms oder Ions mochte
man die Wechselwirkung dieser Elektronen! mit der

1 Im folgenden sagen wir dazu Valenzelektronen, wollen da-

gen. In vielen Fallen kann man voraussetzen, daf3
diese Wechselwirkung abgesehen vom Abschirmungs-

2 Im folgenden sprechen wir von der Rumpfhiille und den

bei aber den Fall kontinuierlicher Zustinde einschlieSen. Rumpfelektronen, wollen aber den Fall eines neutralen

Atoms mit einschlieflen.
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anteil klein ist im Vergleich zur Bindungsenergie
der Rumpfelektronen. Naherungsweise setzt sie sich
dann additiv aus dem Abschirmungsanteil, einem
Austauschanteil und einem Polarisationsanteil zu-
sammen. Letzterem ist die vorliegende Arbeit ge-
widmet. Er 1aBt sich innerhalb gewisser Grenzen
durch ein sog. Polarisationspotential beschreiben.
Hieriiber gibt es bereits eine ganze Reihe von Uber-
legungen und Ansitzen 3.

Im folgenden wird nach der Herleitung eines all-
gemeinen Ausdruckes fiir das Polarisationspotential
(Ziff. 1 bis 4) dieses fiir einige Einelektronenriimpfe
berechnet (Ziff. 5). Danach wird eine Naherung des
Polarisationspotentials fiir Rimpfe mit mehreren
Elektronen betrachtet (Ziff. 6) ; der Verlauf des Po-
larisationspotentials fiir helium- und neonahnliche
Atomrimpfe wird angegeben. In dem folgenden Ab-
schnitt (Ziff. 7) werden die bisherigen Ergebnisse
auf Si*" angewendet. Den Abschluf} (Ziff. 8) bildet
eine Kritik der benutzten stationdren Stérungsrech-
nung. Im Anhang wird eine Naherung fiir den Fall
zweier Valenzelektronen fiir grofle Abstinde vom
Atomrumpf hergeleitet.

1. Herleitung einer Formel
fiir das Polarisationspotential

Wir betrachten ein Atom, bestehend aus einem
Rumpf und einem oder mehreren Valenzelektronen.
Mit 1; soll der Ortsvektor von einem Rumpfelektron
bezeichnet werden, mit Ji; der von einem Valenz-
elektron in bezug auf den Atomkern. Der Hamirrox-
Operator ist dann bei Vernachldssigung der Mit-
bewegung des Kernes und von relativistischen Effek-
ten:

H:Hc(r) +H\(m) +W(re m)a
(5B = - (1)

i,k
Dabei setzen sich die beiden ersten Teile aus be-

3 H. A. Berue, Handbuch der Physik, Bd.24/1, Springer-
Verlag, Berlin 1933. Quantenmechanik der Ein- und Zwei-
elektronenprobleme § 15.

L. Biermany, Z. Astrophys. 22, 157 [1943].

D. R. Bates, Proc. Roy. Soc., Lond. A 188, 350 [1947].
L. Biermany u. E. Trerrrz, Z. Astrophys. 26, 213 [1949]
und 30, 275 [1952].

J. CarLaway, Phys. Rev. 106, 868 [1957].

A. Davearno u. J. T. Lewss, Proc. Roy. Soc., Lond. A 233,
70 [1955], und Proc. Phys. Soc., Lond. A 69, 57 [1956].
— A. DaLcarno u. A. L. Stewart, Proc. Roy. Soc., Lond.
A 238, 276 [1956]. — A. Darcarno u. N. Lynn, Proc. Phys.
Soc., Lond. A 70, 223 [1957].
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ziehungsweise den Koordinaten der Rumpfelektronen
(symbolisiert durch r) und den Valenzelektronen
(symbolisiert durch ) allein zusammen, der dritte
beriicksichtigt die Wechselwirkung zwischen Rumpf-
und Valenzelektronen (wir benutzen atomare Ein-
heiten, e=m,=h=1).

Fir die Wellenfunktion der gesamten Atombhiille
machen wir den Ansatz:

PR =D(r.N) w(R) . (2)
Dabei soll @(r,N) den Atomrumpf beschreiben,

und durch eine parametrische Abhéngigkeit von den
Koordinaten der Valenzelektronen der Beeinflussung
des Rumpfes durch die Valenzelektronen Rechnung
tragen 3 7; 1 (N) soll die Valenzelektronen beschrei-
ben, und dabei nicht von den Koordinaten der
Rumpfelektronen abhéingen. Dieser Zerlegung liegt
die klassische Betrachtungsweise zugrunde, daf} sich
die Valenzelektronen im Vergleich zu den Elektro-
nen des Rumpfes langsam bewegen. @ (1, ) soll
antisymmetrisch beziiglich der Rumpfelektronen-
koordinaten (einschliefllich Spin) sein. im Falle
mehrerer Valenzelektronen soll y () antisymme-
trisch in den Koordinaten der Velenzelektronen sein.
Der Austausch zwischen Rumpf und Valenzelektro-
nen soll hier bei der Berechnung der Polarisation
vernachlédssigt werden. Austauschenergie und Polari-
sationsenergie sind beide klein im Vergleich zur Ge-
samtenergie (und etwa von gleicher Groflenord-
nung) : Die Korrektion der Polarisation durch Aus-
tausch wird als Korrektion zweiter Ordnung vernach-
lassigt 19.

Die Gesamtenergie und die Eigenfunktion der
Atombhiille bestimmt man aus dem Eigenwertproblem

Edy—(H 4+ HAW) Dy (3a)
bzw. aus der Variationsaufgabe
E-(Dy, Py)=(Dy, (H+H,+W) Py) (3b)

(s. Anm. 11),

9 P. D. Rosixson, Proc. Phys. Soc., Lond. A 71, 828 [1958].

10 Hier liegt auch eine Grenze der Beschreibung durch ein
Polarisationspotential iiberhaupt: Die Beriicksichtigung
des PauvLi-Prinzips zwischen Rumpf- und Valenzelektronen
fiihrt zu einer Abhingigkeit des Polarisationspotentials
von dem Zustand des betrachteten Valenzelektrons und
damit zur Grenze des hier verwendeten Begriffes des Po-
larisationspotentials.

11 Es bedeutet {f,g)= [fgdgq, wobei iiber alle f und g
gemeinsamen, also vor und hinter dem Komma vorkom-
menden Koordinaten g zu integrieren ist.
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E ——> Extremum.

Wir machen jetzt den Ansatz:

D(r, R) = Dy(1) +2(r, R) (4)
mit der Wellenfunktion @,(r) des ungestorten
Rumpfes:

H.Dy=Ey Dy, (Dy,Dy)=1. (5)

die wir als bekannt voraussetzen, und %(r, ), wel-
ches die Polarisation des Rumpfes durch das Valenz-
elektron beriicksichtigen soll. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit konnen wir noch fordern, daf
72(r, N) orthogonal ist zu Py(r) (identisch in R);
dabei verzichten wir auf die Normierung von .
Wir setzen Gl. (4) in Gl. (3 a) ein, multiplizie-
ren skalar von links mit @,y . Unter Berticksich-
tigung der Orthogonalitdt von @, und % sowie der
HermiTEzitat von H. und Hy folgt dann:

(E—Ep) (yw,w) = (v, Hyw) + (w, (Do W Dy) )
+ (9, (Do, W z) w) (s. Anm.12).  (6)

Aus dieser Gleichung ist y(Ji) zu bestimmen,
durch Variation, so dal £ (oder E—E;) extremal
wird. Das zweite Glied der rechten Seite beriicksich-
tigt die Wechselwirkung der Valenzelektronen mit
dem ungestorten Rumpf, wéahrend das dritte Glied
die Wechselwirkung der Valenzelektronen mit der
Storung der Rumpfelektronenwellenfunktion dar-
stellt.

Vo (R) = (Dy. W 7) (7)

wird als Polarisationspotential bezeichnet.

Benutzt man bei der Herleitung der Bestimmungs-
gleichung fir v die zu Gl.(3 a) komplex konjugierte
Gleichung und multipliziert sie von rechts skalar mit
D,y , so erhalt man in einem Gl. (6) entsprechen-
den Ausdruck fiir das Polarisationspotential an Stelle
von Gl. (7) den dazu komplex konjugierten Wert.
Daraus folgt, dal Vp reell ist; beziiglich v (R) ist
Vp also ein HermiTescher Operator.

12 Die Bedeutung der Doppelklammer ist nach der obigen
Definition fiir die einfache Klammer klar.

13 H. Herumany, Einfithrung in die Quantenchemie, Verlag
Franz Deuticke, Leipzig/Wien 1937.

14 H. BuckineuaM, Proc. Roy. Soc., Lond. A 160, 94 [1937].

15 R. M. SternHEIMER, Phys. Rev. 96, 951 [1957].

16 J. A. Porr u. P. ScuorierLp, Phil. Mag. 2, 591 [1957].

17 Wegen des Giiltigkeitsbereiches dieser Formel (dieser ist
kleiner als der fiir nur ein Valenzelektron) vgl. man die
Herleitung im Anhang.

18 A. S. DoucLas, Proc. Cambridge Phil. Soc. 52, 687 [1956].

19 D. R. Hartree, The Calculation of Atomic Structures,
Verlag John Wiley & Sons, New York 1957, S.162.
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Nimmt man Vp(J) als bekannt an [wenn man
z. B. (1, R) kennt], so fithrt Gl. (6) also zu einer
ScHRODINGER-Gleichung fiir die Wellenfunktion y ()
der Valenzelektronen mit Vp als zusatzlichem Poten-
tial.

2. Asymptotischer Verlauf fiir groe Absténde

Fir grofle R = iﬁRl hat Vp fir den Fall eines

Valenzelektrons bekanntlich die Gestalt:
1 1
Ve(R) = — +al;

(Dipolndherung), wobei a die sog. Polarisierbar-
keit des Atomrumpfes ist (beziiglich der Berech-
nungsmethoden fiir a cf. 13716),

Fir zwei Valenzelektronen gilt fiir grofles R, , R,
(in Dipolnédherung) :

1 1 cosy | o
VP(§R1’ 3{2) = — (Ril“ + kz“ +2 Rlé.]:]zz). 2
(s. Anm. 17),

wenn 7 der Winkel zwischen ; und R, ist.

3. Bemerkungen iiber andere Arbeiten

Uber den Verlauf des Polarisationspotentials fiir
mittlere und kleinere Abstidnde eines Valenzelektrons
vom Atomkern (d. h. fiir Abstande von der Grof3e
der Rumpfausdehnung) existieren eine ganze Reihe
von Arbeiten 3 4 678, Jedoch ist der Verlauf fiir klei-
nere R von der verwendeten Naherung und Betrach-
tungsweise abhéngig; auch herrscht keine Einig-
keit dariiber, ob fiir kleine R das Polarisations-

potential zu einer anziehenden oder abstofenden
Kraft fiihrt 18720,

4. Bestimmung der Rumpfstorung

Um nach Gl (7) das Polarisationspotential be-
rechnen zu konnen, miissen wir zunichst die Sto-
rung y der Rumpfwellenfunktion berechnen. Dieses

20 Anmerkung: Die von Hartree in dem angegebenen Buch
gedullerte Meinung, dafl fiir klassische Atommodelle das
Polarisationspotential mit abnehmendem R schneller als
—3% a-1/R* abnehmen sollte, ist nicht fiir alle Modelle
richtig: Fiir eine Art Tromsonsches Atommodell, das aus
einem positiven Kern im Zentrum einer elastisch an diesen
gebundenen homogen negativ geladenen starren Kugel be-
steht, erhdlt man fiir Vp einen Verlauf, der qualitativ dem
gleicht, den in Abb. 1 die Kurve mit s=1 zeigt, der schon
auflerhalb der Elektronenhiille weniger schnell als der (fiir
groBe R asymptotische) Verlauf —3% a-1/R* abnimmt.
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geschieht fiir groBe | N | unter der klassischen Vor-
stellung. daf} sich die Valenzelektronen langsam im
Vergleich zu den Rumpfelektronen bewegen, so daf
man sie als punktformige Ladungen an den Orten R
betrachten kann. Dann wird die ScuropINGER-Glei-
chung des Rumpfes3:

(He+W) (Dy+ 1) =E (Dy+ 7).
(Dy.2)=0 (s.0.),

(8)
9)

woraus 7 zu bestimmen ist; dabei hangt die ganze
Gleichung (also auch £) parametrisch von i ab.

Zunichst sieht man sofort folgendes: Durch ska-
lare Multiplikation von Gl. (8) von links mit @,
folgt auf Grund der Orthogonalitat (9)

(Dy. (H +W) (Dy+7)) =,
E =Ey+ (Dy. W Dy) + (Do W 1)
=Ey+VA(R) +Vp(R);

(10)

H. REEH

dabei ist ¥y (N) das Abschirmungspotential fiir die
Valenzelektronen durch den Rumpf. Vp(R) das Po-
larisationspotential. Man erhalt also fiir Gl. (8)

He+ W —Va(R) =Ve (M) (Py+ 1) =Eo(Py+ 7).
(8a)

Die Bestimmung von x soll nun mit Hilfe einer
Storungsrechnung geschehen. Das ungestorte System

H, ®y—E, D,

setzen wir als bekannt voraus. WV, die Wechselwir-
kung zwischen Rumpf- und Valenzelektronen, be-
trachten wir als Stérung. die klein sein soll im Ver-
gleich zu H.. (Wenn wir ein Valenzelektron haben.
ist diese Annahme z. B. nicht erfullt fiir ein Wasser-
stoffatom mit der Kernladung Z=1 fir kleinere
M|, da W in diesem Fall von derselben GroBe wie
H, ist.) Dann laBt sich Gl. (8 a) vereinfachen, indem
nur Glieder bis zur ersten Ordnung in der Stérung
beriicksichtigt werden:

H Qy+W DPy+H g —VsDy=EyDPy+Eyy.

(H.(r) —Eg) (R, 1) =

Dieses ist eine inhomogene Differentialgleichung zur
Bestimmung von 7 .

Gl. (8), die einer stationdren Storungstheorie ent-
spricht, ist zunichst nur gerechtfertigt fiir groBe |} |.
Fiir kleinere | | hat man auszugehen von der ur-
spriinglichen Gl. (3 a). Hieraus wird mit Gl (4)

(Ho+He+ W) (Po+7) w=E(Po+7) -
Nach geringer Umformung wird daraus

(Po+7) Heoy+ (Ho+ W) (Py+ 1) w
+Hyy—xHy) w=E(Py+7) v.

Andererseits erhilt man aus Gl. (6) nach Variation
bezliglich v

Ey=Eyy+ (Hy+Va+Vp) w.
Daher wird
(He+ W) (Po+2) v+ (Hex— 2 He) w
= (Eg+Va+Ve) (Po+2) y. (12)
Diese Gleichung unterscheidet sich von Gl. (8)

durch den zweiten Term auf der linken Seite:
(Hyz—xHy) w.
Die Beriicksichtigung dieses Ausdruckes bei der

(13)

(. W Dy) —W) D, (11)

Bestimmung von 7 hat zur Folge. dal 7 und damit
Vp direkt von der Wellenfunktion v der Valenz-
elektronen abhingig wird; das bedeutet offenbar
eine Grenze der Beschreibbarkeit der Korrelations-
wechselwirkung zwischen Rumpf und Hiille durch
ein Potential tiberhaupt. Wir wollen im folgenden
bei der Bestimmung von x den Ausdruck (13), der
ja fiir groBe | N | sicher klein wird. zur Vereinfachung
der Rechnung vernachlissigen. In Ziff. 8 werden wir
noch einmal auf diese Vernachlassigung zuriickkom-
men.

5. Berechnung von 7 und V fiir einige
Einelektronenriimpfe und ein Valenzelektron

a) Wir betrachten vorerst den einfachsten Fall,
niamlich einen Rumpf, der nur aus einem Is-Elektron
besteht, und berechnen hierfiir das Polarisations-
potential fiir ein Valenzelektron. Es ist also

—-3\/2-12/r,
Ey= —-372.

H, By = 2

Vaan

= Z= 27,

Das 1-Bezugssystem wihlen wir so, daf} die Polar-
achse parallel zum Ortsvektor 3t des Valenzelektrons
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ist; mit ¢ bezeichnen wir den Winkel zwischen 1
und R . Dann wird aus Gl. (11)

(=2(4,+49) =Z|r—E) 2(r, R, 9)
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von ¥ . Wir zerlegen daher W und 7 nach LEGENDRE-

Polynomen:

W= i W(r, R) Ps(cos ),

(15)
=((Do. W Do) —W) Dy 5 (14) s=0
aus Symmetriegriinden héangt y nicht vom Azimut- X X 9 1
winkel ab, sondern neben r=|1r| und R=|}| nur = SZOA s(r, R) P (cos ), (&)
womit Gl. (14) ibergeht in
11 3 1s(s+1) 2 \ v o
<_ sl e 2 F) X, (r, R) = — W, By (r)
fir s 0, wihrend man fiir s = 0 erhalt:
’\2 Z \
(=57 sar—7 —Eo) Xo(r,R) = (g, W Bo) = Wy) By(r).
Nach Einfithrung von Ey= — (1/2)Z? 1aBt sich aus den beiden Gleichungen Z eliminieren; wir setzen
Zr=0, ZR=P und X(p,P)=X(r,R) und erhalten
1 32 s(s+1) 2 = ot/ Pt -
L Ze-D 2 R - {90 e (17)
fir s==0, und fiir s=0 ist
1 32 2 v =g
(koer -1 e P) = - (r-Wy Cee, (18)

3
1/ 1
C= an 2% 7= (Do, W D) =

dabei ist o
in der Klammer {...} ist jeweils der obere oder
untere Ausdruck zu nehmen, je nachdem ob r kleiner
als R ist, oder umgekehrt.

Beide Gleichungen lassen sich exakt losen. Die
Losungen werden etwas kompliziert dadurch, daf3
fir jede Differentialgleichung zwei Gebiete existie-
ren, eines mit o< P, das andere mit 0> P, so da}
an der Grenze 0 = P die Losungen aneinandergepalt
werden miissen, derart, da} Funktionswert und erste
Ableitung ubereinstimmen. Im Falle s=0 ist noch
zu beachten, dafl die Orthogonalitdtsforderung (9)
erfilllt wird. Zunichst scheint letztere Forderung

s+1

= E 814

h’l =e ¢ ay QV N
»=0

CpEl

h2= e+g Z bv Qv-—s—l;
»=0

und

1 —2p 1),
p € <1+P>,

G=a-1"2—5——— -
! L 12—2sy—vy

bV: —bv"l >y o

nicht mehr erfiillbar zu sein, weil nur zwei Konstan-
ten zur Erfilllung der drei Bedingungen zur Ver-
fiigung stehen; es zeigt sich jedoch, da} fir s=0
die beiden Forderungen, daBl Funktionswert und
erste Ableitung an der Flickstelle iibereinstimmen
sollen, identisch sind.

a 1) Wir geben zuerst die Losung fir den Fall
s+ 0 an. Das homogene Problem

(L,af,_o_ s(s+1) —1+-—2—>h=0
0 %02~ 14 0

hat die beiden linear unabhéngigen Losungen

g (ag=1, a5,2=0!)

O (=1

2—2sv—y

hy divergiert fiir 0— 0, kann also allein im Gebiet o< P nicht gebraucht werden. Dagegen ist h;—h,
regular fir 0— 0, und zwar ist Ay — hy ~0° fiir 0o— 0. h, divergiert fiir 0— o~ exponentiell, in dem
Gebiet 0> P konnen wir daher nur h; gebrauchen.
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Das inhomogene Problem (17) hat fir o< P die partikuldare Losung (die fir 0 — O verschwindet) :
y1=—3,fil Ce™ ( +’2*(;:+*_1')9) (o< P).
Fir das Gebiet o> P hat (17) als partikulare Losung (die fiir o — oo integrabel verschwindet) :

P~ _ 1 1
Y2= po41 Ce 9(2(}%1) T 9,) (e>P).

Aus y,. y5, h; und hy sind nun iS(Q<P) und AQS(Q>P) so zusammen zu setzen, daf} fiir o = P gilt

Ze<P) =K, (e>P), 2 K (e<P)= 2 Rie>P).

D o)

Wegen der aullerdem an die Wellenfunktion zu stellenden Stetigkeitsforderungen kommen die Ansatze
in Frage:

X,(0<P) =y, +alhy—hy),  X(0>P)=ys+ph,. (19)

Aus den Anpassungsbedingungen erhélt man

Z (v—s—1) a, Pr—s—2

— y=0 2s+1 1 C —2p
g EETVINNLS

sElso s(s+1)
Z Z )——u 2 P) Pr+u—2s—3
C _3p 2s+1 1 ( )”‘
= e - Sial o 1 e X s,
4 s(5+1) @se1bs_1 717 Zu (v=s—=1)a P~
s+1 s=1
—PZ (r—s—1) a, Pr—s— ——e"’PZ (v—s—1+2 P) b, Pr—s—2
_ v=1 u=0 -  2s+1 ¢ _p
A= puc g s(s+1) ( +1)
Z Z v—u-—2 P) a, bu Pr+u—2s—3
C 2s5+1

Il

1 s—1
Speziell ist fir

s=1: Z=—8e 1+Il,—2, g:——g{e‘zp(—;,+l)z+l—;2};
s=2: &= ie““’—},+1)(1+f’,+§2),

b e e d) 1 BB
s=3: == (1 ) (Gt s p et )

c= (e (Gt s et mtE) TP Aol

Das asymptotische Verhalten fiir P — 0 ist

ax—C2s+1 1 1 g

~ . 'S
4 5 ag.1bs_q Pst1 B ~ const - PS5+

1
Pt T

a2) Fir s=0 hat man das homogene Problem ((1) aaoz o+ 'Z -l)h:O
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mit den Losungen hi=Ce™?,

ho=—C 0 +2Ce?Ei(20) (s. Anm. 21).

(hy divergiert fiir o — 0 und fiir o - ~).
Fir das inhomogene Problem (18) findet man die partikularen Losungen
1 1 g 1 - 5
Y= —-C(—P —y)~47<29+210g9— 3 ——l)e e, fir o<P

und Yo = i{(i —1—2logg) —y(l— +l—2logg——2g)}e_9, fur o>P.

0
. . .. . : B 1 1 ; .
y, divergiert fiir o — 0 wie 1/o. Die Kombination y, + (-;, —7) + hy ist aber stetig. Daher erhalten

wir fir 4‘:'9 die Form
X0(9<P) =y, + (; —y) i hy+ah; und X0(9>P) =ys+pPh. (20 a, b)
a und g sind zu bestimmen aus den Anschlubedingungen

Xylo<P) =X,(e>P), a’a,; Xole<P) = aao, X,(e>P)

fiir o= P, sowie aus der Orthogonalititsbedingung (9), d. h. im vorliegenden Fall:  (®y, X)) =0.

Dieses sind drei Gleichungen fir die zwei Unbekannten a und f. Durch einfaches Ausdifferenzieren
1dBt es sich zeigen, daf} die beiden ersten Bedingungen identisch sind. Es ergeben sich dann fiir a und f

schlielich die Ausdriicke
o= _(1+ —;;)e"”(log2+c+é—logp)+ - (}D _1> Ei(—2P) +e-2P<1 L e P),

4 P2 2
> 7 1
ﬁ=<1+11,)[e -P(;El(zP)_u2 1ogP—log2—c)~H (21)
1/1 . -2 11 1 1
+5(p—1)Ei(-2P) —log P) + e (L 4 + 5 — 5 P)

(mit ¢=0,577215665...). Fir P— 0 erhdlt man

11 11 1 11 . _
a:—1+zP—§<—P—l)(log2+c)+»2~-P+..., Br— gt (2-log2—c) Prr... (22)

a3) Berechnung von Vp. Aus Gl (7) erhalt man mit den Ausdriicken (15) und (16) fiir # und 2

sz/lPond?'r: LR
s=0 )
: () = 47 r . i -0 Ws X, P)
mit Vpls) = 25+1/¢0(r) Wo(r,R) X,(r,R) r2dr= ° fe L SHn ) (24)
0 0

Mit Hilfe der oben berechneten Formeln fiir j\’s(g, P) erhalt man nach Ausfilhrung der Integration
und einigen Zwischenrechnungen (s. Anm. %?):

—2P . _
Fiir s—1: Vp=— 8 1 (1+2P+6 PP P34 S P4 2 e (14 P} (25)
4 P 3 3 3 3
T et Pt und Ei(—z)=c+lo g T o i e
— = —2) =¢ zT— 4 ...
2t Ei(z) =Hauptwert fidt, Ei(—z)=— /‘evdt, & 1-1! ° 2-2t 3-3!
t J EvLer—Mascueronischen Konstante ¢=0,577 215665 ... .

- z 22 5. Betne L. c.

fiir z— 0 wird Ei(z) =c+logz

72 g

Trn T aa T aan

z
110 s



384 H. REEH
mit dem asymptotischen Verlauf
V) o — Z ;4 fir P-> co und Vp® ~ — §P2 fir P—0. (26)
Fir s=2: Vp®=_ 153;6{1—2e—2P<1+2P+ Py W §P4
¥ g ot 113 °- 9-115P7+ 9-115])8* 9-215P9>+9-81' (R =R =I5
+e‘”’(ﬁ1+4P+%)P2+6P3+ 2§P4+ §P5+ :)P"")} (27)
mit dem asymptotischen Verhalten  Vp® = — 0 1 fir P— o
Fiir P— 0 wird Vp® Null, und zwar schneller als P2, d. h. von dritter oder hoherer Potenz.
Fiir s=0:
Vp(°>=e“2”{— }i + ; ;,—+ :; +P+2(log2+c) <;§ + }D}
+Ei(-2P) <1_ ?}é) +10gP(—2P+1+ = ;)
_a(;’,+4+4P)+ﬁ(2+4P)}+2;+(1_;,)Ei(_zP) (28)
+e'“’{—§2+ Z 11) T g +P—Ei(2P) <%+ i +4+2P)+<1§2 - ; +1) logP}

[o und f aus den Gln. (21)].

Das asymptotische Verhalten kann man fir P— ~ direkt aus Gl. (24) ablesen. Dann vereinfacht sich

diese namlich:

oo oc

—e 1/Pl X. o? =
IEFAEE

0 0

Das letzte Integral verschwindet aber wegen der
Orthogonalitit von @, zu X;. Also verschwindet
Vp'" fiir grofle P exponentiell. Fiir kleine P erhalt
man aus Gl. (28) und aus den Gln. (22)

Vp@® ~ — L 4 const- P2+... .

(Kein Glied proportional zu P!)

Vp'" ist auch der einzige Term, der zu Vyp fir
P — 0 tberhaupt einen Beitrag liefert. Der Wert
V(P =0)= —2 laBt sich auch sofort aus GI. (10)
ablesen, wie auf Seite 392 in etwas allgemeinerem
Zusammenhang gezeigt wird.

In Abb. 1 sind die Werte fiir Vp'®, VpV und Vp®
graphisch aufgetragen. Fiir grofle P iberwiegt der
Dipolanteil (s=1). fur kleinere P der Unipolanteil
(s=0). Der Quadrupolanteil (s=2) bewegt sich
in der Groflenordnung von 20% des Dipolbeitrags

/e“f’ Xs 0>do + exponentiell verschwindende Glieder.

(in Ubereinstimmung mit Resultaten von CaLLaway,
l.c.7). Aus letzterem schlieBen wir. dal wir die
hoheren Multipole vernachldssigen konnen und se-
hen die Summe Vp'® +VpM £ Vp2 | die ebenfalls
in Abb. 1 dargestellt ist. als Ndherung fiir das Po-
larisationspotential an.

b) Wir wenden uns jetzt einem Einelektronen-
rumpf zu, dessen Elektron sich in einem Zustand mit
der Hauptquantenzahl 2 befindet. Dabei miissen wir
unterscheiden, ob es sich um einen s-Zustand, oder
einen p-Zustand mit der magnetischen Quantenzahl
m =0, 1 handelt. Diese vier Fille fiihren. wie bei
der Theorie des Srark-Effektes. auf zwei Rechnun-
gen: Die p-Zustinde mit m = £ 1 (pz-Zustande) un-
terscheiden sich nicht beziiglich der Polarisation, son-
dern lassen sich durch dieselbe Rechnung behandeln.
Der s-Zustand und der p-Zustand mit m =0 (po-Zu-
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-a5 stand) missen gemischt werden, da das Matrix-
element

(2s|W|2po)

nicht verschwindet.

Wir betrachten zunichst den Fall der 2p-Zustidnde
mit m= £ 1. Die Wellenfunktion des Rumpfes hat
jetzt also die Gestalt

c150 = R?p Ylm b (m =k 1) (29)

(R, =Radialteil der Wasserstoffeigenfunktion zur
Kernladung Z; Y, ,, (9, ¢) = Kugelfunktion, auf die
Kugelfliche normiert).

Da jetzt D, vom Azimutwinkel ¢ abhéngt, machen
wir fir y jetzt an Stelle von Gl. (16) die Zerlegung

4x \12
2= Xiow (r, ) Yiew (9, 9) (52757) "
; | Tew " 2K +1
(30)
n > - = [Dabei ist die Normierung so gewéahlt, daf} der An-
D=ZR ~—— schluB an Gl. (16) erhalten bleibt, wo wir ¥ nach
Abb. 1. Polarisationspotential fiir Einelektronenrumpf. LF:GEN.DRE-Po]ynomen von cos ¥} entwickelten.] Hier-
Rumpf: 1s-Elektron. mit wird aus Gl. (11)
113 K+ _Z _ o Vs 7477,7”)1/2 - -
k'2|;[<— B T'a*r'g’r"f' 97 - EO) Akm Yim (2k'+l _(<¢07W®0> W)R2pylm-

Nach Multiplikation mit Xj,, und Integration iiber die Winkel erhalt man unter Benutzung der Zerlegung

(15) fur W:

/ 2 Z =
(-1LE D 2B X = (B0, W D)= W) By |/ L 0 (31)
r or r r 4dn
S @k+3 1 [/ kktD k(1D
_— Z W R‘_’p ’(25_1:1)2 V4”{ (2k+1) (2k+3) k+1,s+ (Zml)_ 5k_1’sj'.

(Do, W Bo) ~Wo) Rey |/ 32011 (32)
S @EiD3 1 f1/  GrDE —e
_s; W3R2D 23-{:1 - VE{ (2 k+1) (2k+3) ék+1,s+ ak;i)i(iif—li) 61»‘—1,3[-

Dabei ist u. U. noch zu beachten, daB (@, W @,) in Quadrupolnidherung von m abhingt.]

Angesichts der Resultate fiir den 1s-Elektron-Rumpf und in Anbetracht dessen, daf} die Rechnung
ohnehin recht kompliziert wird, beschranken wir uns im folgenden auf die Terme, die von den Gliedern
mit s=0 und s=1 in der Entwicklung (15) fur W herrithren (Unipol- und Dipolndherung). Dann wird

(@0, W Bo) =2 (e (5 + g+ 5 Pt 5 72))-

Zur Abkiirzung schreiben wir dafiir (Do, W Do) =Z"7»

s 1 = 3 1 o 1
mit y=pfl-e?(L+ TP+ Preg P L (33)

[Fiir spitere Zwecke bemerken wir: y(P=0) =1/4.]
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Bei Beschriankung auf Unipol- und Dipolnaherung liefert Gl.(31) Losungen fir X, (m= £1) mitk=1
und k=2,
b1) Bestimmung von Xy +;. Nach Einfihrung von Zr=9, ZR=DP,
] o sz G 1 Z2 3 5
Rop = s V6Z3’-Qe 2 E,=— % und N(o.P)=X(r,R)
erhalten wir fiir k=1 aus Gl. (31) mit D=2Z212- 1/1/8 7

/P } —y|Dgeen. (34)

Zwei Fundamentallosungen des homogenen Problems
(1 :ael o— A - i)h=0 sind hy=Doe 22,

\0 207 0 o
o1 1 1 11 — 5 L v
_ +0/2 ; ; o2
hy De (6 Te T3 é)2)—0—Dge S Ei(o) .

Das inhomogene Problem (34) hat die partikuldaren Losungen

o 1 . 2 3 3
fiir o< P: y1=<P—y>DQe 9/2.4"{93—'_92_9_1%9_5;} (35)
und fiir 0> P: ys=Doe” 9’2{/0+(1— ')( 3z+ : —]og@)} (36)

Wegen der an die Wellenfunktion zu stellenden Stetigkeitsforderungen ergibt sich fiir ‘\1. +1 die Gestalt
- 1 ; s
Xis1(e<P) =y, +4!(, —7|hatahy, Xii(0>P)=ys+phy. (37)
Dabei sind @ und f wieder aus den Anschluflbedingungen

~

5(1,11(0<P)=i1,t1(Q>P), ec AX1 +1(o<P) =

(D]

Xy, 21(e>P)

)
o~

fur =P zu bestimmen. Aullerdem verlangt die Orthogonalitatsforderung (9) (Rsp X; +1)=0. Durch
Ausdifferenzieren lafit sich wieder zeigen, dal im vorliegenden Fall die beiden Anschlulbedingungen iden-
tisch sind. Fur a und g ergeben sich nach einigen Zwischenrechnungen die Bestimmungsgleichungen

10 9 3 4 / 2 = (
a—f=1-2 Pa—P2+P—<1—Pl)logP+4(\ /|J< gPﬁm)_El(P)}, 38 a)

—a+ (a—p) ky= Il){e_”(9+4~P+ ; P?+;P3+;4P4+24P5) +(Ei(=P) —k,log P) (Pv4)}

_<113 _y>{9—4P_ S P L Prya(hEi(P) —logP—2c)}, (38b)
wobei wir zur Abkiirzung benutzen: ky =k, (P) =e_P(1 +P 4+ —]2)'2 b s o ]n)l") (39)

Fiir P— 0 wird f= —5/4. [Am bequemsten folgt dies aus der Orthogonalititsbedingung, die sich fiir
P =0 reduziert auf (Rsp.y;+ k) =0 mit mit y,(P=0) =D ¢*/4 e 9?,day=1/4, s.0.]
b2) Bestimmung von X, .. Fir k=2 wird Gl (31)

~ 2 5
(b oo g+s—1)XeneP) - {4l dpee (40)

03" ¢ o Plo
mit A=Z2-1/)/24 7. Das zugehorende homogene Problem hat die Lésungen
hy= A(@+4+ + X ) e e, h2=A§fe+9/2-

(hy — hy ist stetig fiir o— 0.) Partikulare Losungen des inhomogenen Problems sind

2 3
y1=62' ;12 él et (1—kg) fir o< P, y2=3'4Pe" - (1+0+ Q!—f—%) Rir gl
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Damit erhalten wir fiir X, .

X’vz,il(9<P) =y1+a(hy—hy),

Fir o und f erhélt man aus den beiden AnschluBbedingungen

360 360 14-4-
& (P4 T T

2= 24/P?

-+

387
X'2,i1(Q>P) =Ys+phy. (41)
2 19)-%
e 2. Psa-8Y, (42)

b3) Fiir Vp erhalten wir nach Einsetzen von Gl. (15) und Gl. (30) unter Beriicksichtigung von Gl. (29)

bei Beschrankung auf Terme bis zur Dipolndherung

Vp% VP'O) + Vp(])

mit

T
Vp® = ]/' 437, (Rap, Wo Xy, +1) 5

Fiir V% erhilt man nach Einsetzen der Gln. (37)

(43)

Vp®) = V:j (Rap, W1 X5, 44) . (44, 45)

2 1 2 (1 _ " Baos. Iong, 5 1 gl
VeO=ap (1—k) +f 5 ks+ 5 (7.5—7>{e ”(9+aP+ ik 2P3+—2—4P4+;24P>

~9+4P+ 2Pt o P3+4k4(1ogP_EE(P))+4(1ogP_Ei(_P)+2c)}

_pf1 1 ps 1 1 5.
+(1—4y) {e P<—3r+—6 PZ)—§k3logP+ §E1(_P)}+7'2k4

[mit @ und g aus den Gln. (38)] .
Fiir das asymptotische Verhalten von Vp® erhalt
man wegen der Orthogonalitétsrelation

(Rop, Xy, +1) =0

wieder, daB Vp® fiir grofle P exponentiell ver-
schwindet. Fiir P — 0 erhilt man

Ve (P=0) = —1/8.

(Am bequemsten folgt dies aus einer gesonderten
Rechnung, man vergleiche hierzu die Bemerkungen
am Ende des Abschnittes b1; c.f. hierzu auch
Seite 392.)

Fir VpW erhalten wir aus Gl.

Gln. (41) und (42)
7= A 73+e—P(6 28+6-28 P +3-27 P2

3, 294 py 33 6
+25P +60P“L60P5+120P

“#(y = 10)) e 2000 4D

(mit #=360+ 360 P+ 144 P2 +30 P3+3 P%).
Fir groBe P ist das asymptotische Verhalten

V)~ —78/P4.

Daraus folgt fiir den vorliegenden (2p, £ 1)-Elek-
tronrumpf eine Dipolpolarisierbarkeit von 156 Z~*
atomaren Einheiten in Ubereinstimmung mit Rech-
nungen von Rosinson °.

Im Grenzwert P — 0 verschwindet Vp™
héheren Multipole), und zwar ist fir P — 0

(46) mittels der

(wie alle

Ve o — L P Lpry

T 120
Vp®, Vp) und deren Summe sind in Abb. 2 gra-
phisch dargestellt.

c) Fir die Behandlung der 2s- und 2po-Zustiande
miissen wir aus dem oben erwidhnten Grunde fir @,
den Ansatz machen

<I)0=alf2s+bq>2po (48)
mit a2 + b2=1 und P25 = R?s Yoo s @P2po= R2p Y10
(Rss, Ry = Radialteile der Wasserstoffeigenfunk-

tionen zur Kernladung Z). Die Dgl. (11) zur Be-
stimmmung der Rumpfstérung wird jetzt

(He—Eo) = (Z-7—W) (aqas+bgz,) (49)
mit =, (By, W &)
P ag 2 3
=S [1-e P+ Py P2 Pﬂ
b2 o L s
- Pf{l—e (1+ 4P+ ;-P +24P3ﬂ
—6‘}3[1—e’P(1+P+—%P2 (50)
1 p3, 1 pg
+5 P +2’4P”.
Hieraus wird mit Ey= — Z?/8 , der Zerlegung
C 4 \12
2= XX R) Yo (537, ) (51)

fur 7 und der Zerlegung (15) fiir W bei Beschran-
kung auf Unipol- und Dipolglieder der Stérung W':



11 32 k(k+1) Z_LZz
( 2rér2r+72r'-’ o

+b R, {(Z y—Wo) ]/437

[vgl. auch Gl. (32)]. mit Beitrdgen fur k=0, 1, 2.

sh)Xz..(r, R) =aRg,~{(Zy—W0)

H. REEH

6/‘.,0— Wl 1;(5/;.11

1
Via /

W’( 3ot L]

V3 V4 V3 V4né"“°>} (2}

In der weiteren Rechnung benutzen wir wieder wie oben Zr=0,ZR=P. X’(Q. P)=X(r,R).

c1l) Fir k=2 erhalten wir die Gleichung

2 = 2

o Jo?

(l o 0+ ?:—24—1\)&2(971)) b2 A{D/Ploe'”/’

Sie stimmt — bis auf einen Faktor b-2/)/3 — iiberein mit Gl. (4

schnitt b 2). Daher ist
mit X5 & aus Gl. (41).

c¢2) Fir k=1 hat Gl. (52) die Gestalt

1 3 2 2
( Wl et

Pl ~

0) zur Bestimmung von X}.il (Ab-
X=X, 41 (2b/V3) (53)
= i) j’l(g. P)=aD {%//P } (2—0)e ??+bD ({11//P} = /) oe 22 (54)

mit D =Z'2/)/8 7. Zwei linear unabhingige Losungen des zugehorigen homogenen Problems sind

hy=Doe 27

h2=DQe_9/2{_e""('( +

= 4 o =) +Ei(g)}.

Lo 0

Partikuldre Losung des inhomogenen Problems ist fir o <P

—o/2 1 al(2 3 3 o\, a o*
yi=Doe J’H(P —7)5—3})2}(93 + 5+ —loge- %)+ P2}

und fiir o> P: ygzDge“Q’Z{—a

Daraus ergibt sich fir .\

X1(9<P) =y +4hy

(b7

f+b;'9+b(1—4

7) (i +032 2 : —IOgQ)}-

als allgemeine fiir o — 0 stetige und integrable Losung die Form:

+ahy. A{’1(Q>P)=y2+ﬁh1- (55)

Dabei sind @, f. a und b aus den Anschlulbedingungen und der Orthogonalitdtsforderung zu bestimmen:

X,(0<P)=X,(0>P) fiir o=P., (56a)
° X (o<P)= 2 X,(¢>P) fiix g=P, (56b)
So do

/i’l Ry, 0*do= (56 ¢)

0
auBerdem soll gelten  a?+b%=1 (56d)

Aus Gl. (56b) folgt unter Beriicksichtigung von
Gl. (56 a) und Gl. (564d)

b2t o rp (24 24+12+4P+P’)}

P2 PP
> 1 (24 et 24 24 s
+—37P-ab—2{P‘, Pt (57)

+12+4P+P2>}=0

also b=%1/12,

Fir P— ~ wird b*=1/2,

a=1/V2 (das andere Vorzeichen von a liefert kei-
nen weiteren Zustand) ; das ist ein aus der Theorie
des Stark-Effektes bekanntes Resultat. Fiir P— 0
ist entweder a2=1, b>=0 oder a>=0, b>=1, d. h.
reiner 2s- oder reiner 2po-Fall, wie zu erwarten.
Allgemein wird mit

.
e - 3 l- - -
4 5 (24 | 24
2},2 el —(1)2 5 +12+44 P+ P2)
und l1,9= —Gil/02+1.
/
/ 1
5= 5 b 9= it / . 58
a.» ]/H-(h,z)“ L,2=a1,2" b2 (58)

Das sind zwei Losungen fiir @ und b (die beiden an-
deren Losungen, bei denen nur das Vorzeichen so-
wohl von a als auch von b geidndert ist, liefern die-
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selben Zustande). Aus Gl. (58) erhalt man fiir a P: 5 6 8 10

und b in Abhingigkeit von P die Werte: P 07430 07288 0.7146 07004

o e z 5 3 ay— b, 06603 06847 06996  0,7048
a=—b, 1 09521 08649 08032 O, 7658 Aus den Gln. (56a) und (56c¢) ergeben sich

a= b 0 03058 05020 0,5958 0,6431 weiter fir 2 und f die Bestimmungsgleichungen

3 2 3 3 \ 1 a -
a—f=— 5 a+byP+b(1—-4y) (‘P’ 5t —logP) —4-[(1) —7)1)—3 Pﬂ] (59 a)
A a3 S gy F gepfl 1, 2% .
l(P"‘TP’+P lobP) T — \,P+P?+P3> +Ei(P) },
_ 1 _ —P 5 ) 5 4 71_ 5

—at (a—p) kr[(F y)b 3P2H (9+5P+3 P2+ 5 PPy o Py o PY) (59 b)

~9+4P+ 2 P2y o PPia(log P-Ei(-P) +20) +(4logP—Ei(P))k4}

+a(15—(—lp';k@)——Pk3)+by5k5+b(l 47){ (—14,-_%P2+1l_)P3>+Ei(—P)—k4logP}
mit y aus Gl. (50). Fiir P— 0 wird f=3% b, a=const/P? fiir P— ~ wird a= —15a/P2.

¢ 3) Aus Gl (52) erhalten wir fiir k=0

s 2_ 1% _ _oye—e2([YPL _ ) D ; —u2f0/P?|
(0 % . 47-)Xo(e,P) =aD(2-g) e™¢" (ll of 7T 3 2\ Ple2 (60)
mit D =Z'2/)8 . Fiir das homogene Problem findet man die Lésungen
—p/2 —0/2 1 -1"0' 1 1 ~.
h=D@-g)e™®,  h=D2-0) cf et~ + 1) +Ei()],

fur das inhomogene Problem die partikuldre Lésung

y=D2-g) e {4[(} —7)a=3 5 |(5 5 ~loge)

fiir o <P und fiir das Gebiet o> P:

y2=D(2-¢) e {a(1-47) (;  —loge) +

(]

Damit erhalt j\'o(g, P) die Gestalt Q’d ‘~’0(Q<P) = aa }20(9>P)’ fir o=P,
3 0
Xoe<P) =ys+afo(p —7) =3 po|hatahs, (62b)

Xo(0>P) =ys+Bhy. (61) O/X°R2592d9=0’ Fhiel.  (BRod]

Fiir @ und b erhdlt man auf die gleiche Weise wie
im letzten Abschnitt, wie zu erwarten, das dort er-
N N haltene Ergebnis. Fiir « und f ergeben sich jetzt die
X,(o<P)=Xy(0o>P), fiir o=P, (62a) Bestimmungsgleichungen

Zur Bestimmung der Konstanten a, §, @ und b ste-
hen wieder folgende Gleichungen zur Verfiigung:

11 bP 1 1 b
at—ﬂ—a[l—él/]{f2 5 —logP}* —2—a+147»aL 37]5_]) +a*/P—4[(P—*/>a—3P2'] (63 a)

1 1 = 1 1 1 1 il ) 134 b

{27 p —log P+Ei(P) + ep(_ P+2_P>}_2_P[_14a(\P —y’)—{——3—P2]

-P

S
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und  —a+ (a—p) (k2—3k3+3k4)=%“; —y)a_srf’zH e (1749 P+ TPy 1;3)

—17+8 P+ P24 P34 (log P—Ei(P)) [8 ky— 24 ky + 24 k] +8(logP—Ei(—P)+2c)}

: )L 134 b)1 1
T[ 14a(}, /)+’3*'P2’l 4,{_1+3k2_2k3}+[—a(P —y)+3pg](6 3 by + 12 ky— 15 ky)
bP

+;:_2(7—2k4+10k5—15k6)+[—ga+14ya+ } (4ky—6ks) +ay(3 ks —12 K, +10 k;)

3
ta(l—4y) {_ LeP(T49P 4] Py L PY) +Ei(—P)— (ky—3ks+3ky) logP}-, (63 b)
mit y aus Gl. (530). Fir P—0 wird f= -3 a.
2= const/P?, fir P— ~ wird a= — 14 b/(6 P?) . W _ . Véx - /47
V) = 25 W1 X 4
c4) Berechnung des Polarisationspotentials. Aus . 3 (B2 1 A1) +b] 3 (6403

Gl. (7) folgt bei Beschrankung auf Unipol- und Di- ) P
polterme mit Hilfe der Gln. (48) und (51) -(Ry, , W, X,) +b 5 ] 3 (Ray . W1 Xs) .

Vp%Vp(O) =+ VP(I) (64)
— / Alle fiinf Integrale lassen sich mittels der in den
; 0 — i g
I Vel =a Vi (Ba, Wo Xo) +b ]/ 3 vorangegangenen Abschnitten angegebenen Funk-
- (Rap, Wy X,), (64a) tionen X berechnen. Es wird

aVan (Ros, Wy X,) = 4IP{4((lf—y)a2—3%J<*P(11+9P+)PZ L)

+(log P —Ei(P)) (8 ky— 24 ky+ 24 k;) +8(log P~Ei(~P)+2¢)—17+8 P+ P2+ P?)

_21_‘,4ab
“(P Y+ e

134 a b |

T P (—2+4+6ky—4k) + (48 — 24 k3 +96 k,

+[—14a2(})

—-7)+

— 120 k) + ‘;” (56 — 16 ky + 80 ks — 120 kg) +aa(8—8k2+24k3—24k4)}

+ 112(1 4 )(-(k1+k2)+1ogP(_4k1+8k2_6k3)+2Ei(_P)>+[_ga2+14ya2
;‘”’P|2(L —ky) +a2y(8hy— 24 kg +24 k) +a f(4k, — 8k2+6k)} (65)
mit @ und S aus den Gln. (63) und y aus Gl. (50). Fiir das asymptotische Verhalten folgt
ymp 2
aVda (Roy, Wy Xo)= — ;—a"’ fir P—0, (65 a)

fiir P — ~ verschwindet a /4 7 (Ras, Wy X,) exponentiell wegen der Orthogonalitdt von X und Rs;.

[4a Fx_ Bl Nes qab][—- 5 1 p3g, 5 L g
b/ (Rey Wy Xy) = P{(P —7)62-3%; {e P(9+5P+ 3 P2y Pr g Pl o PY)

—|—4(log[’—-Ei(—P)+2c)~|—4(100P—Ei(P ) ky

—9+4P+2P2 I’J}+ab{ (l—k)—f }

bf,(l—k4)+b2y-2k4+ﬂb2k3 (66)
° _p/(1 1 o) 1 . 1
+b-(1—4y){e P(3 P+ ¢ P?)+ S Ei(-P) - kglogP}
mit o und  aus den Gln. (59), y aus Gl. (50). Fur P — 0 folgt aus Gl. (66)
b]/"; (Rap, Wy X,) = — ;b‘l, (66 a)
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fir P— o verschwindet die rechte Seite von Gl. (66) wieder exponentiell. Die Gln. (65a) und (66 a)

liefern zusammen. wie zu erwarten (vgl. S. 392):
Weiter wird:
T . 1 1
a V‘;T (Ros. W X)) = P2 {4“,P
o P“\)

48

. T
+21-6P- Jpr_ 1 pi_

+aa(_6_4k4+10k5)}+

taby(dky—

VpO (P=0) =

~7)eb-3 (-

—6(log P—Ei(

—1/8.

(U418 P 4 2P 2 s, 2Py PR

~P) +2¢)+(log P—Ei(P)) (4 ky,— 10 ks)

1 \ a? .
3 P“/ + pE 3(—50—-20ks—T70k,)

gP{—azP@ko—kl)—ﬁa-2<k2—k1> (67)
6 ko) +ab(l—4y) (e P % —3kg—2k +2(ks 10c.p>}

mit a und  aus den Gln. (59), y aus Gl. (50). Fiir P— 0 verschwindet die rechte Seite von Gl. (67)

(linear in P), fiir P — ~ wird

a 1/;? (Ros, W1 Xy) = —

\

b]/‘*;" (Rap, Wy X)) = ; {4[(’113

ey (67 a)

_y)ab_gg]/_e—f’(\lusP+%P2+%P3+2‘qp4)

+(log P—Ei(P))(4k,—10k;) —6(logP—Ei(—P) +2¢)+14—6 P

_gpf_%f’s_r{zmn[ l4ab(, -

-eofy e

)+ﬁi}2(1 k)

](_40 20k5+60k6)+ ® (=50 —20 kg +70 k)

+ab(—6—4-k4+10k5)}+—P{ab(1—4y) (ko+ 3 ky+2 (ks — k) log P)

Ll
L

o Ot

ab+14/ab+

Mit @ und S aus den Gln. (63), y aus Gl. (50).
Fiir P — 0 verschwindet die rechte Seite von Gl.
(68) (linear in P), fiir P — ~ wird
b 1/ (Rop, Wy Xy)~—2/Pt. (68 a)
Der letzte Ausdruck aus Gl. (64 b) ist infolge Gl.
(53) gleich dem b?- 4% - fachen der rechten Seite von
Gl. (47). Auch dieser verschwindet fiir P— 0, wih-

rend er fir P— ~ das asymptotische Verhalten
52 ]/‘131 (Ray, Wy Xp) = — 52/P*

zeigt. Zusammen mit den Gln. (67a) und (68 a)
erhilt man also fiir P — oo

Vp) ~ —84/P%,
unabhingig von der a, b-Kombination. Dieses ent-

spricht einer Dipolpolarisierbarkeit von 168 atoma-
ren Einheiten fiir den 2s- und 2po-Zustand wasser-

]k1+aby(4k2_6k3) —Bb-2(ky— kl)}

(68)

stoffdhnlicher Atomriimpfe in Ubereinstimmung mit
Resultaten von Rosinson 9.

Vp©® und Vp) und deren Summe sind in Abb. 3
graphisch dargestellt. Der Fall 1 entspricht einem
reinen 2s-Rumpf fiir P =0, der Fall 2 einem reinen

2po-Rumpf fir P=0.

6. Naherung fiir Vielelektronenriimpfe

Um Gl. (11) fir einen Rumpf zu losen, der aus
mehreren Elektronen besteht, soll noch eine weitere
Vereinfachung vorgenommen werden: Wir ersetzen

mw- 253011 5

i=1" izk Tk

.,
H.(v) = > H(x),

i=

durch (69)

—_

wobei H; (etwa etwas grob, in einer der Staterschen
dhnlichen Naherung, in der H;= —3\/2—{ifri,
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l; = effektive Kernladungszahl, und wo @, aus Was-
serstoffunktionen zusammengesetz ist) nur noch von
den Koordinaten des i-ten Rumpfelektrons abhingt.
Entsprechend sei die Wellenfunktion

Dy =1 (11) P2(13). .. py(Tn),

Hipi=E;p;. (70)

Der Austausch der Rumpfelektronen unter sich ist
also hier zur Berechnung des Polarisationspotentials
vernachlassigt.

Die Storung 7 wollen wir in der folgenden Weise
ansetzen:

Do+ 7= (@1 +21) (@2 +22) - .- (px+2v)  (71)
mit (\(fifZi):Os <¢ia(pi>=1a
Do+ 1 Bo+ 1 20 + 13 00+ Po (714)
Z

R

e
(der Rest wird vernadllaSSIgt, weil er von hoherer
Ordnung in der Storung ist).

Mit diesem Ansatz formen wir Gl. (11) um:

:Z (Hi—E) 1 j? +

Also wird aus Gl.

N

(H-E) 2= 2

(11)

(H;— E)71

99
N
(v
i=

(i w; @;) — l) D,

1
Wi W= TR—y]

W=

mit

1=

=1

oder, da dies eine Identitat fiir alle r;-Werte sein
soll,

(H;—E;) Zri (<¢z;w1 z) w)(l)

(Hi—E) 7i= ({93 wi 9;) —wi) @;. (72)

H. REEH

Andererseits erhalt man mittels des Ansatzes (71)
fiir die Wellenfunktion fur das Polarisationspoten-
tial

Vll = S /@0 LW d.‘i.\' T,

= Z /(1)0 Lk ¢° w; V1,
_\ / w: BV
Pr /A ’[A 'f/ wi c

Da aber fur i+ & / ©r yp w; B3 =0

ist. und
450 QSU d31‘1 - d3r/\~_1 d3r,.‘+1 S S5 d311\' =1
J Pk Pk
ist. wird
"
Vo 3 Ve, Vris [rwmdn.  (@3)

i

Das Polarisationspotential setzt sich also in der
betrachteten Naherung additiv aus den Beitragen der
einzelnen Rumpfelektronen zusammen. wobei die
Berechnung der einzelnen Beitrdge gemall Gl. (72)
und Gl. (73) genau analog zu der fiir ein einziges
Rumpfelektron erfolgt.

Das Polarisationspotential an der Stelle PP = 0 1af3t
sich fiir einen aus Wasserstoffunktionen zusammen-
gesetzten Rumpf (fiir jedes Elektron eine effektive
Kernladungszahl {;) sofort angeben auf Grund von

Gl. (10). Fiir R =0 ist dann namlich

1 F.2
Ey= - 2 S =
I (7
E’(R=0)= _ 1) z (:in_.zl)2

(]
(n; = Hauptquantenzahl; Summation {ber alle
Rumpfelektronen). Andererseits ist E' =V +Vp,
und fiir Wasserstoffunktionen erhalt man
Va= i Sifnd
7
1

nj

4=

Daher wird  Vp(R=0) = — i)

5 *

I
-

t

Beriicksichtigt man bei der soeben betrachteten
Néherung fir den Rumpf den Einflu} des PauLr-
Prinzips bei der Berechnung der Stérungen y;, so
verlangt dieses, dafl diejenigen Anteile in den y;
fortfallen, die auch in den besetzten duBeren Elek-
tronenzustinden des Rumpfes enthalten sind. Da-
durch vermindern die #uBeren Elektronenschalen
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die Polarisation der inneren Schalen (sie stabilisie-
ren diese). Da der Beitrag der Polarisation der in-
neren Schalen zur Polarisationsenergie auch aus an-
deren Griinden klein ist im Vergleich zum Beitrag
der duBeren Schalen (Faktor r? bei der Integration,
rdaumliche Verteilung des Valenzelektrons, dessen
Polarisationsenergie berechnet werden soll), wird
man sich daher auf eine Berechnung des Polarisa-
tionspotentials der dufleren Rumpfschale beschran-
ken.

Aus diesen Darlegungen und den Berechnungen
des vorigen Paragraphen folgt dann das Polarisa-
tionspotential auller fiir wasserstoffahnliche Rimpfe
auch fiir helium- und neondhnliche Atomriimpfe.

Fiir heliumahnliche Riimpfe ergibt sich ein Po-
larisationspotential, das sich von dem in Abb. 1 ge-
zeigten nur um einen Faktor 2 im Ordinatenmaf-
stab unterscheidet, wenn man auBerdem in P=Z R
die Kernladung Z durch eine entsprechende effek-
tive Kernladungszahl { ersetzt. Letztere bestimmt
man am zweckmafigsten aus der experimentellen
Polarisierbarkeit (fiir He-dhnliche Riimpfe soll gel-
ten: Polarisierbarkeit =9/(%). Fiir viele Anwendun-
gen geniigt eine Kenntnis von Vp fiir P grofer als 1.
Dann kann man den Verlauf von Vp durch eine ein-
fache Funktion approximieren, z.B. approximiert
—(9/2)/ (15 + P%) fiir P > 1,5 den in Abb. 1 (bis
auf einen Faktor 2) gezeigten Verlauf fiir Vp bis auf
etwa 10%.

Durch die von Bares® vorgeschlagene Form
—2 a/(a+ P?)2 1aBt sich der hier berechnete Poten-
tialverlauf fir wasserstoff- und heliumahnliche
Riimpfe nicht so gut approximieren.

Eine bessere Approximation fiir heliuméhnliche
Riimpfe stellt dar:

Vpme VOLP  fiir

~§/P* fiir

P <35,
P =35

(fiir wasserstoffahnliche Riimpfe ist die angegebene
Approximation noch mit einem Faktor 3 zu ver-
sehen).

Fir neondhnliche Riimpfe ist die entsprechende
Naherung fiir V'p in Abb. 4 dargestellt (dabei wurde
fiir alle Zustinde der zweiten Schale dieselbe effek-
tive Kernladungszahl angenommen, d. h. Vp ist jetzt
einfach die Summe der Einzelpotentiale von vier
2pn-Elektronen und je zwei (2s,2po); und (2s,
2po) o-Elektronen. Fiir P >3 1dfBt sich der Verlauf
einigermaBen (bis auf ca. 12%) approximieren

durch —648/(20 + P?)2.
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ot p %

-0.05+ '75434

(1)
%

< 6 g 0
P-ZR —=

N

Abb. 2. Polarisationspotential fiir Einelektronenrumpf.
Rumpf: 2p z-Elektron.

-010r

-005}

-010r

-0.05}

- J——

Abb. 3. Polarisationspotential fiir 2s—2p o-Rumpfelektron.
a) Fall 1; b) Fall 2.

Diese Approximation ist in Abb. 4 durch eine ge-
strichelte Kurve dargestellt. Die effektive Kern-
ladung { bestimmt man wieder am zweckmafBigsten
aus der Polarisierbarkeit a: Es soll gelten

a/2 =648/ .
Zum Schluf3 dieses Abschnittes soll noch ange-
merkt werden, daf} es gemafl Abb. 2 und 3 durchaus
Fille geben kann, in denen die Polarisation auch

einen abstofenden Anteil enthalt, wenn dieser auch
relativ klein ist.
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=1

648

(20+P?)?
0 2 4 6 ] 10
P ——=—

Abb. 4. Vp fiir Ne-dhnliche Riimpfe.

S
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-0.05

] 2 -

R —=

Abb. 6 a. Si**: R®> Rg® Vp in Abhidngigkeit von R;
Ep=—0.0374 at. E.

] -005}
‘7\
i 2 3 73 5 6
(A) R
©) Abb. 6 b. Si**: R*R3p® Vp in Abhédngigkeit von R;
-05¢ ® Ep= —0.0340 at. E.
-0.0005
02 04 06 0810 12 14
Abb. 5. Polarisationspotential fiir Si4*. ] 2 3 ¢ 5 6

(A) —3%a-1/R* (a=0,20 at. E.), (B) nach Biermaxx,
(C) hier berechnet, (D) nach DoucLas.

7. Beispiel: Si¢™

Als Beispiel einer neondhnlichen Konfiguration be-
trachten wir Si*’. Fiir die Polarisierbarkeit benutzen wir
(nach Biermany) a = 0,20 at. E. [Dieser Wert ist in
einigermallen guter Ubereinstimmung mit dem Wert
0,215 nach WaLLer; aullerdem erhilt man durch Extra-
polation der gut bekannten Polarisierbarkeiten der be-
nachbarten Ionen A" (2=0,35), Mg* (a=0,72),
Na® (a=1,25) und Ne (2=2,66) nach der Formel
a=648/C* fiir Si*" den Wert a = 0,219 mit sehr geringer
Streuung. Bei der Extrapolation wurde angenommen,
dal} sich die effektive Kernladungszahl ( fiir die zweite
Schale genau wie die Kernladungszahl Z um ganze Zah-
len fiir benachbarte Ionen @ndert.]

Mit diesem Wert der Polarisierbarkeit ergibt sich fiir
Vp der in Abb. 5 durch Kurve (C) dargestellte Ver-
lauf (£ = 8,97). Zum Vergleich sind eingezeichnet:
(A) 3a/R%. (B) Das Polarisationspotential nach Bier-
Many —3 a[1l —exp — (R/R)®], mit Ry=0,64; letzterer
Wert (Wendepunkt der dufleren Rumpfschale) ist ent-
nommen der Berechnung der Wellenfunktionen von Si**
von Hartree et al. ). (D) Das Polarisationspotential
fiir Si**, wie es nach den Termwerten von Si** von
Doucras (l. c. *®) ermittelt wurde. Bei dem Potentialver-

23 'W. Hartreg, D. R. Hartree u. M. F. Man~nine, Phys. Rev.
60, 857 [1941].

R ——

Abb. 6 c. Si**: R2Rj. Vp in Abhingigkeit von R;
Ep=—0,000953 at. E.

lauf von DoucLras ist anzumerken, dal} dieser einer Po-
larisierbarkeit von a=0.11 fiir Si*" entspricht; dieser
Wert ist aber wohl mit Sicherheit zu klein: DoucLas
bestimmt ihn aus der zu erwartenden Polarisationsener-
gie fiir den 3d-Zustand des Si®" unter der Annahme, daf}
ein im 3d-Zustand befindliches Elektron vom Polarisa-
tionspotential praktisch nur noch den durch 3a1/R* zu
beschreibenden Verlauf merkt. Diese Annahme ist nach
dem hier berechneten Polarisationspotential nicht ge-
rechtfertigt.

Sowohl das Biermannsche als auch das Doucrassche
Polarisationspotential sind so bestimmt, daf} sie die ex-
perimentellen Termwerte moglichst gut wiedergeben.
DaB das Biermannsche Potential fiir kleine R so schnell
abfillt, liegt daran, dal dieser Abfall den groflen Wert
fiir mittlere R (0,6 < R <2) kompensieren mulf.

In Abb. 6 a bis ¢ ist der Einflul des Polarisations-
potentials auf die Polarisationsenergie gezeigt. In Abb.
6 a ist aufgetragen der Integrand des Integrales der
Polarisationsenergie

Ep= f P Vpyd®R

nach Integration iiber die Winkelanteile fiir den 3s-Zu-
stand des Si3". (Der Verlauf des Radialteiles R der
Wellenfunktion fiir diesen und die folgenden Zustinde
ist der Arbeit von HarTrek et al. 23 entnommen.) Abb.
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6 b zeigt das gleiche fiir den 3p-Zustand, Abb. 6 ¢ fiir
den 4f-Zustand des Si®*. Man sieht fiir den 3s- und den
3p-Zustand den groBen Beitrag zur Polarisationsenergie
aus dem Gebiet mit R<<1.

Die Flachen der Kurven entsprechen der Polarisa-
tionsenergie. Fiir diese erhdlt man

Ep3s=—0,0374at.E.  (Eexp—Enr= —0,021 at.E.),
Epsp=—0,0340at.E. (—0,014at.E.),
Ep st = —0,000953 at. E. (—0,0007 at. E.).

Dabei sind in Klammern die Werte eingetragen, die
man fiir die Polarisationsenergie erwarten sollte: Die
Differenz der von HarTreE et al. ohne Polarisation nach
dem Hartree-Fock-Verfahren berechneten Werte und
der experimentellen Termwerte. (Leider ist der von
Hartree et al. berechnete 4f-Term nicht so genau, da3
man aus diesem die Polarisierbarkeit fiir Si*" neu be-
stimmen konnte.) Die von uns berechneten Polarisations-
energien fiir die in den Rumpf eindringenden Valenz-
elektronen sind zu grof}. Dieses ist auch bei der Verwen-
dung des Biermannschen Potentials der Fall; vgl. Bier-
many und Trerrrz ¢ (vgl. auch Temkiy 24). Die Vermu-
tung liegt nahe, dal} der fiir V'p berechnete Verlauf fir
mittlere R-Werte noch zu grof} ist. Es scheint nicht aus-
geschlossen, dall dieses an der Vernachldssigung des
Ausdruckes (13) liegt; sein EinfluB soll im folgenden
Abschnitt untersucht werden.

8. Kritik an der stationadren
Storungsrechnung

Aus Gl. (12) erhilt man nach Division durch y (R)
bei Beschrankung auf Glieder bis zur ersten Ordnung in
der Stérung W die Gleichung

1
(He—Ep) 1+ - (Hy y—y Hy) w=Va—-W) Dy.

Sie unterscheidet sich durch den zweiten [(13) entspre-
chenden] Ausdruck von Gl. (11). Durch Multiplikation
mit ¥ und Integration iiber 1 erhélt man daraus:

Vp=— /x(Hc—Eo) 5 dot
—/z ;’ (Hy y—3 Hy) w .

Das erste der beiden Integrale entspricht der statio-
niaren Storungsrechnung und ist im vorstehenden be-
rechnet, das zweite,

= 1
Vp— —/z g (= Ho) v &

der Abweichung hiervon. Wir erwarten, daf Vp fiir
groBes R (wir beschrinken uns weiter auf den Fall
eines Valenzelektrons!) verschwindet.

24 A, Temxkiy, Phys. Rev. 107, 1004 [1956].

25 Verfolgt man den so berechneten Verlauf von Vp® fiir klei-
ner werdendes P, so findet man, da3 zwischen P=23,5 und 4
Vp im Grenzfall groBen Z’s negativ wird, in Ubereinstim-
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In der Tat erhdlt man z. B. fiir den in Ziff. 5a be-
rechneten Fall eines 1s-Elektronrumpfes im Grenzfall
groen P’s mit Hilfe des stationdr berechneten y fiir
den Dipolanteil (der ja den wesentlichen Beitrag fiir
grofle P liefert)

129 16( 1) 1

(T o 3
Ve = + 1583 Z)ps

(fir P—o00);

dabei wurde fiir ¥ eine 2p-Funktion mit dem Radialteil
const R exp{3Z—1)} eingesetzt 25, Der Abfall wie 1/R?
gilt allgemein fiir v, die gebundenen Zustinden ent-
sprechen.

Um den Einflul auf die Polarisationsenergie zu un-
tersuchen, betrachten wir den Erwartungswert

Ep= /w‘-’ Ve dit
1
) /[W2 1An g +2wr(Vey) Vayw)] Brd3R.
Durch partielle Integration folgt:

Ep— — ; f/w(vmx)zdardm.

Ep ist also negativ. Das ist ein iiberraschendes Ergebnis,
zumal der Hauptbeitrag bei der Integration iiber R aus
dem Bereich des groBten |y |2 kommt, d. h. von Gebie-
ten aullerhalb des Rumpfes, in denen das stationidr be-
rechnete x noch eine brauchbare Naherung sein sollte.
Es scheint also nicht so zu sein, dal die Vernachlissi-
gung des Ausdruckes (13) bei der Bestimmung von
dafiir verantwortlich ist, daB die berechneten Polarisa-
tionseffekte im Vergleich zu den zu erwartenden Kor-
rektionen zu grofl ausfallen. Vermutlich liegt das viel-
mehr an der Vernachldssigung des Einflusses des Aus-
tausches auf die Polarisation und daran, daB zur Be-
stimmung von % aus Gl. (11) Terme von hoherer Ord-
nung in der Storung vernachldssigt wurden.

Herrn Prof. Dr. L. Biermany und Frl. Dr. E. TreFrrz
danke ich fiir Anregungen und Diskussionen. Dem Max-
Planck-Institut gilt mein Dank fiir ein Stipendium.

Anhang

Das Polarisationspotential fiir zwei Valenzelektronen
fiir groBe Abstinde vom Atomkern 28

Die Stérung y des Rumpfes geniigt der Gl. (74):
(He+ W) (Po+x) =E(Po+7) - (74)

Die Storungstheorie erster Ordnung (der Grundzustand
sei nicht entartet) liefert

oo

W ko

= =i Eo—E

D, (75)

mung mit der folgenden allgemeinen Uberlegung. Fiir
kleiner werdendes Z verschiebt sich die Nullstelle nach
grofleren P-Werten.

26 5. auch Herimany 1. c., Buckineuam 1. c.
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wobei die @ die Eigenfunktionen des ungestorten Sy-
stems sind, Ej die dazugehdrenden Eigenwerte, und

Wio= <‘pl; 5 W (I)0>

ist. Wir setzen an Stelle von Gl. (75) nach HeLumaxx
U @

1= 4= 2 Wi Pk, (76)
k=1
wobei 47! einen Mittelwert von E, — Ej. darstellt. Dafiir
kann man auch schreiben

1= A N W,I;U (pl; == W’oo (1)0
k=0

— AW —Woy) Dy=Av D, (17)

B

H. REEH

mit v=W— W’oo N

oC
N Wi Di=W D, ist.
k=0

Soll GI. (76) mit Gl. (75) identisch sein, so hingt A4
noch von den Rumpfelektronenkoordinaten ab. Die Ni-
herung besteht jetzt darin, dafl man 4 durch eine Kon-
stante approximiert (die aber noch von den Koordina-
ten der Valenzelektronen abhingt), derart, dall die Ge-
samtenergie E des gestorten Rumpfes zum Minimum
wird.

da ja

Fiir die Energie E erhdlt man aus Gl. (74) mit dem
Ansatz (77) unter Beriicksichtigung der (vom Ansatz
erfiillten) Orthogonalitdt von 7 zu @, und der Normiert-
heit von @,:

(Do, W D) +2 A Dy, W v Dy + A2 {( Dy W12 Do) +{ Dy, v[Hcv—v He] D))
1+ 42Dy, v2 D) :

Nun ist {7, 7) = A%2(D,,v D,) < 1. Niherungsweise erhilt man dann (unter Vernachldssigung von Termen, die
von hoherer als zweiter Ordnung in der Stérung W bzw. v sind):

E—Eg={(®y,w Do) +2 ALDy, W v Dy) - A2 (D, v[H. v—v H.] Py .

Aus CE/QA=0 folgt

Es ist weiter

A= —(Dy, W v Dy [{Dy,v[H.v—v H.] D) .

[Hev—vH] o= —

(78)

= |

-

7

[\7,-3 v—7v 7;2] @0 s

I

i

( Dy, v[Hev—vH:] Dy) = — l) E /(Po v[VEv+2(Viv) - V{] @ d3¥r.  (s. Anm. 27),

By v(Vit) Vidy BV tem o [ 0(Tiv) Vidg2 &3V 1.
2

Also bleibt fiir den Nenner in Gl. (78)

A= Dy, W v D)/

und wir erhalten

und damit fiir das Polarisationspotential:

Ve(R) =< Dy, W 2) =

1=

_ (Do, W v Dy)*
FS[(Viv)? | D[ d3N1e

1
-

N | [t

[(Tiv)2 g2 a v

/.l'(T/,"" v) D2 d3r, .

— _\: f(T]il.)z D2 PVt |
i

N
s

2 /(Vil')“cﬁo{fd“-‘ re,

(79)

-

o (Do, W v D)2
= TS (VW W)t B dir, (80)

Da | @, |2 eine symmetrische Funktion in den Koordinaten der Rumpfelektronen ist, 1d6t sich der Ausdruck (80)

fiir Vp(R) noch umformen. Dazu zerlegen wir:

W=D wit, R, wim >

+ =R’

wion= <(D0, wi q’q) ,

Ui=Wi—Wi00 ,

o=~ D 0P ui(1y) ... @ax(ty)  (Fock-Funktion).
I)

1
VN!

Damit wird
|

Wegen der Kugelsymmetrie des Rumpfes ist hiervon
der zweite Term Null:

Z <‘77iau¢i>=/<Z |(f'i[2u) B3N, =0.

Den dritten Term approximieren wir unter Vernachlds-

By (7 —Wo0)? Do) = X (Do, @) +( X (i @d) = 2 (v upid)*.

sigung der Austauschterme:

Z {pi,uqgiyt= Z {pi,u@i)?
i,k i

27

Es gibt stets eine reelle Darstellung fiir @, !
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(diese Approximation wird zu einer Identitat fiir kleine
Riimpfe, die nur aus s-Elektronen bestehen, da u per def.
keinen kugelsymmetrischen Anteil hat, sie wird schlecht
fiir groe Riimpfe). Weiter ist in Dipolndherung, in der
u ~ cos?¥ und linear in cos ¥, bei mehreren Valenz-
elektronen ist und da |@;|? eine gerade Funktion in
cos 1 ist,

<¢i’ u ¢i> =0.
Daher konnen wir ndherungsweise schreiben

(Do, (W =Woo)2 Bo) = 3" (Do, wi Po)

=N <¢o, wl2 (150> s

wobei N die Anzahl der Rumpfelektronen bedeutet, und
statt der Rumpfelektronenkoordinate ,,1“ auch irgend-
eine andere hitte ausgezeichnet werden kénnen. Wir er-
halten damit fiir das Polarisationspotential:

(2 <¢03 ui? ¢o>)"Z
TSI (V)[BT N,

aas N<¢07 u’l2 ¢0>2
T [ (Vu)?|P,2d8Nr

Ve(R) =

(81)

(dabei gilt die letzte Zeile auf Grund der Symmetrie
von D,; sie gilt nicht, wenn man z. B. HarTreesche
Funktionen als Niaherung benutzt).

Wir betrachten jetzt den Fall zweier Valenzelektro-
nen, deren Ortsvektoren beziiglich des Atomkernes R,
und R, den Winkel 7 bilden, und zwar in der Naherung
fiir groBe R, und R, (Dipolndherung) :

< o

) 1
— R cos ¥y + R, +

1 r
W= R, R? cos Uy
2 rR;
(mlt cos = ;R:) .

397

Da [ |®y|2d%,...d%y kugelsymmetrisch ist (auf sol-
che Riimpfe wollen wir uns jetzt beschranken), 1a8t sich
in Gl. (81) in Zéahler und Nenner die Integration iiber
die Winkel ausfiihren; man findet mit

cos ¥, = cos ¥}y cos 77+ sin ¥4 sin 7] cos ¢,

wenn man die z-Achse des ry-Koordinatensystems in
R;-Richtung legt,
; 1 1 2cos 7
\V4 2__ _— 4 - 4=
(V0 =R TRt T RER2
+ Terme, die bei Integra-
tion iiber die Winkel

fortfallen.
Weiter ist
ue e rPeos?dy | rPcos® ¥y r2 cos ¥, cos P,
= RA R R2R,?

Dieses liefert nach Integration iiber ¥ und @

L/ 7 2 cos 77)
S 7% - L
3 (Rx" TR + R2 R fd cos ¥ de,

Voo (L4 1 L 2cosn)2N (f]B|*r2 Vo)
P=7\R* TR TRERE) 9[]S, P3N,
_ (11 2cesy) o
~ 7 \R* " R* "R2R2) 2"

Bemerkung: Die Herleitung dieser Gleichung ist nicht
so streng wie die der entsprechenden fiir den Fall eines
einzelnen Valenzelektrons: 1. Wegen der Vernachlassi-
gung der Austauschterme bei der Herleitung von Gl.
(81) aus Gl. (80). 2. Wegen der Bestimmungsmethode
fiir x; nach dieser Methode erhdlt man z. B. aus der
nebenbei abgeleiteten Formel fiir die Polarisierbarkeit
fiir das Wasserstoffatom im Grundzustand 4 atomare
Einheiten, wihrend bessere Methoden 4,5 liefern. 3. Es
wurde fiir den ungestérten Rumpf Kugelsymmetrie vor-
ausgesetzt.



